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RESUMO

A Hidrodindmica de particulas suavizadas, ou do inglés Smoothed Particle
Hydrodynamics (SPH), é um procedimento computacional usado para realizar
simulagdes computacionais em meios continuos, como em processos mecanicos e
fluxos de fluidos, a qual vem ganhando crescente destaque na representacédo da
dindmica de fluidos. Dado um sistema fisico composto por particulas, o SPH
basicamente calcula a pressao sobre uma particula levando em consideragéo as
interacbes com as suas particulas vizinhas, simulando a dindmica do sistema fisico
como um fluido. A proposta deste trabalho € utilizar a técnica SPH para a busca por
minimos de fungdes, onde € simulada a queda (por gravidade) de um conjunto de
particulas sob uma superficie. Esta superficie € representada por uma fungao
matematica a qual deseja-se encontrar o seu valor minimo global. O uso do SPH,
tradicionalmente aplicado em simulagdes fisicas e industriais, € aqui explorado como
prova de conceito, demonstrando que a técnica também pode ser adaptada para
problemas de otimizacdo. Com a dindmica de escoamento das particulas sob a
superficie em analise é possivel identificar a particula que alcanga o valor de
minimo, localizando-a no dominio da fungcdo. Varios experimentos foram realizados
com diversas fungdes com multiplos pontos de minimos locais e um minimo global,
onde os resultados obtidos mostraram que o SPH é uma ferramenta capaz de
identificar os minimos globais das fung¢des analisadas. Para comparagao, também
foram realizados experimentos com a técnica de PSO (Particle Swarm Optimization).
Os resultados demonstram que os resultados experimentais do SPH sao tao bons

quanto os resultados do PSO.

Palavras-chaves: Hidrodinamica de Particulas Suavizadas, Modelagem

Computacional, Problemas de Otimizagao e Simulagao Computacional.



ABSTRACT

Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) is a computational procedure used to
perform simulations in continuous media, such as mechanical processes and fluid
flows, and has gained increasing relevance in the representation of fluid dynamics.
Given a physical system composed of particles, SPH calculates the pressure on a
particle by considering its interactions with neighboring particles, simulating the
dynamics of the physical system as a fluid. The purpose of this work is to use the
SPH technique to search for function minima by simulating the fall (by gravity) of a
set of particles onto a surface. This surface is represented by a mathematical
function whose global minimum value is sought. The use of SPH, traditionally applied
in physical and industrial simulations, is explored here as a proof of concept,
demonstrating that the technique can also be adapted to optimization problems.
Through the dynamics of particle flow on the analyzed surface, it is possible to
identify the particle that reaches the minimum value, locating it in the function’s
domain. Several experiments were conducted with functions containing multiple local
minima and one global minimum, and the results showed that SPH is a tool capable
of identifying the global minima of the analyzed functions. For comparison,
experiments were also performed using the PSO (Particle Swarm Optimization)
technique. The results demonstrate that the experimental outcomes of SPH are as

effective as those obtained with PSO.

Keywords: Smoothed Particle Hydrodynamics, Computational Modeling,

Optimization Problems, Computational Simulation.
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1 INTRODUGAO

O problema de encontrar o minimo de uma funcdo matematica € um tema
central em diversas areas da ciéncia e engenharias, em termos gerais, esse
problema envolve a identificacdo de pontos onde a fungao atinge seus valores mais
baixos, o que € crucial para a otimizacdo de processos e sistemas. A busca por
minimos de funcgdes é amplamente aplicavel em diversos problemas, por exemplo,
no treinamento de redes neurais, onde o objetivo € minimizar a fungéo de erro (ou

funcao de loss) para melhorar a precisdo do modelo.

Neste contexto, podemos imaginar que um certo relevo é descrito por uma
funcdo matematica, se aplicarmos um fluido sob agdo da gravidade sobre esse
relevo, o fluido tendera a se depositar nos pontos de minimos, essa analogia pode
ser explorada utilizando a abordagem da Hidrodindmica de Particulas Suavizadas ou
do inglés Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), que foi originalmente proposta
para simular problemas em astrofisica por Lucy e Leon (1977) e por Gingold e
Monaghan (1977). Desde entdo, o método tem sido adaptado e aplicado para a
simulacao de fluidos em diversas areas como engenharia, biomecanica, geofisica e

computagéao grafica (Monaghan, 1992; Liu e Liu, 2003).

Nesta pesquisa, o termo “Lagrangeano” refere-se a métodos numéricos que
acompanham individualmente o movimento das particulas ao longo do tempo,
rastreando suas trajetorias e propriedades, que seguem as equagdes de Lagrange.
Em contraste, abordagens Eulerianas analisam o fluido em pontos fixos no espaco,
pelos quais as particulas passam. O método utilizado é “sem malha” (meshless), ou
seja, ndo depende de uma grade fixa, mas de particulas que interagem segundo leis
fisicas. Isso permite maior flexibilidade para representar geometrias complexas,

grandes deformacgdes e interfaces mdéveis em simulagdes dindmicas e nao lineares.

O método SPH € uma técnica de simulacdo numérica que representa fluidos
através de particulas e permite a resolugéo de complexas equagdes que governam a
dindmica de sistemas fisicos reais, como as equacgdes de Euler e Navier-Stokes.
Além disso, integra conceitos de métodos como o DEM (Discrete Element Method)
(Cundall e Strack, 1979) e RKPM (Reproducing Kernel Particle Method) (Liu et al.,

1997) para melhorar a precisdo das simulagoes.
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Para realizar as implementagdes do método SPH e otimizagdo de funcdes
para encontrar pontos minimos, utilizamos a biblioteca PySPH!. Essa ferramenta,
conforme destacado pelos autores Ramachandran e Puri (2019), apresenta uma
estrutura de codigo aberto para SPH escrita em Python, com as caracteristicas de
facil uso, facil extensao e suporte a paralelizagao nao intrusiva e ao balanceamento
de carga dinamica. A PySPH fornece uma implementacdo do Transport Velocity
Formulation (TVF) (Adami et al., 2013), permitindo comparacgdes dos resultados com

os métodos padrao SPH e TVF quando necessario.

A proposta deste trabalho é empregar a técnica de SPH em problemas de
otimizagdo, em particular para a determinacdo de minimos de funcdes. Neste
sentido, para a construgdo de uma base comparativa, dada a semelhanga entre as
técnicas, também sera utilizada a técnica de PSO (Particle Swarm Otimization) para
a busca de minimos de fungdes. Na ciéncia da computagdo, o Particle Swarm
Optimization (PSO) (Kennedy e Eberhart, 1995) € um método utilizado para realizar
simulagdes em meios continuos, podendo ser empregado para problemas de

otimizagao.

Dessa forma, com o escopo computacional definido e as referéncias literarias
e tedricas ja organizadas, foram iniciadas as implementagdes com o uso da
biblioteca PySPH, utilizando as equag¢des do SPH e os problemas de teste para a
definicdo dos minimos das fungdes de Perm, Griewank, e os Problema 02, 07, 12 e
14 definidos no site Global Optimization Benchmarks and AMPGQ?. As simulagdes
foram realizadas, totalizando seis experimentos que apresentaram plena
compatibilidade com o ambiente PySPH, a qual também disponibiliza o Particle
View, ferramenta que permite observar visualmente o processo simulado das

particulas de fluido.

Sumarizando, esta dissertagcao propde utilizar o método SPH para simular o
comportamento de um fluido caindo sob acdo da gravidade sobre um relevo
matematicamente descrito, com o objetivo de identificar os pontos minimos dessas

funcdes. Nesta abordagem, buscamos encontrar o valor minimo que, para as

! Disponivel em: https://pysph.readthedocs.io/. Acesso em: 8 ago. 2025.
2 Disponivel em: https://infinity77.net/global_optimization/test_functions_1d.html#d-test-functions. Acesso em:
8 ago. 2025.


https://pysph.readthedocs.io/
https://infinity77.net/global_optimization/test_functions_1d.html#d-test-functions
https://infinity77.net/global_optimization/test_functions_1d.html#d-test-functions
https://pysph.readthedocs.io/
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funcdes de benchmark utilizadas, corresponde ao zero, obtendo assim os melhores

resultados para a otimizacao das fungdes estudadas.

1.1 PROBLEMA DA PESQUISA

E possivel imaginar uma superficie sélida definida por uma certa fungéo
matematica. Estando tal superficie em um campo gravitacional, ao se jogar um fluido
sobre esta superficie € esperado que o mesmo escorra por agao da gravidade,
acumulando-se nos locais de maior profundidade. Neste sentido, € proposto o uso
da técnica de SPH para a simulagdo do fluido, sob agédo da gravidade, escorrendo
sobre uma superficie sélida, marcando a particula que alcancar a maior
profundidade e definido este local como o valor de minimo encontrado para a fungao

que descreve a superficie sélida.

O trabalho de Ting et al. (2019), mostra um exemplo similar ao problema aqui

tratado, conforme a Figura 1:

iZEMS

- 0.107

E_ 0.067

I 0.027
0.00

Figura 1 - Exemplo do problema encontrado, para modelar uma simulagdo de
particulas sobre obstaculos. Induzida pela interagcéo liquido-sdlido.
(Unidade: mm).

Fonte: Ting et al. (2019).

O trabalho de Ting explica como funciona a modelagem computacional de
fluxos complexos, que geralmente apresenta grandes desafios para métodos
numéricos convencionais baseados em grade. A Smoothed Particle Hydrodynamics
(SPH) é um método de particulas Lagrangianas sem malha e tem vantagens
especiais na modelagem de fluxos complexos, especialmente aqueles com grandes

deformacgdes, interagbes fluido-estrutura e multiescala. Nesse artigo, foram
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revisados os desenvolvimentos recentes do SPH em metodologia e aplicagdes para
modelagem de fluxos complexos. Especificamente, algumas questdes importantes,
incluindo esquemas modificados de aproximacao de particulas SPH para melhorar a
precisao da discretizagao, diferentes técnicas de regularizagdo de particulas e varios
algoritmos de tratamento de contorno para solidos, superficie livre, ou interface
multifasica sdo descritas. Também foi abordado o método SPH com dinamica de
particulas dissipativas para fluidos complexos em escalas macro ou mesoscépica.
Nas aplicagdes, diferentes fluxos complexos, incluindo fluxos biolégicos,
microfluidica e dindmica de goticulas, fluxos ndo newtonianos, fluxos de superficie

livre, fluxos multifasicos e fluxos com interacao fluido-estrutura, sao revisados.

Em particular, no trabalho de Ting et al. (2019), os obstaculos sao flexiveis, ou
seja, quando as particulas batem nele, ele se deforma. Em contraponto, aqui no
trabalho apresentado, os obstaculos sao rigidos, ndo se deformando ao choque com
as particulas. Outro ponto de destaque nesta dissertagcdao € que os obstaculos nao

sao planos (ou regulares), existindo vales e picos.

A mudanga de cores apresentada na Figura 1 é a pressao referente ao
impacto, onde o azul é o nivel mais baixo da deformacéo do substrato elasto-plastico

e o vermelho é o nivel mais alto, igual a 0,15 mm.
1.2 OBJETIVOS

1.2.1 OBJETIVO GERAL

Essa dissertacdo tem como objetivo geral investigar o uso da metodologia de
Hidrodindmica de Particulas Suavizadas (SPH) para a descoberta de minimos de
funcbes matematicas. Aqui, as particulas sdo as entidades que irdo buscar o valor
de minimo em uma superficie, cujo relevo é descrito pela fungado matematica que se

deseja caracterizar o seu minimo.

1.2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS
Neste trabalho é possivel enumerar os seguintes objetivos especificos:
1) Analisar a biblioteca PySPH, desenvolvida em Python, que estabelece um

framework para a criagao de simulagdes computacionais por meio da técnica
de SPH;
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2) Propor fungdes matematicas com mais de um minimo local e pelo menos um
minimo global para definir um conjunto de benchmarks para a realizagao dos
experimentos;

3) Desenvolver e implementar simulagdes computacionais usando o PySPH
para descobrir os minimos das funcdes matematicas selecionadas para o
conjunto de benchmarks;

4) Realizar uma analise comparativa entre os resultados obtidos com a
metodologia SPH e outro método baseado em particulas com interagdes

lineares, como a Otimizag&o por Enxame de Particulas (PSO).

1.3  JUSTIFICATIVA

O problema de encontrar os minimos de fungbes em um conjunto de
particulas posicionadas sobre um obstaculo é um desafio matematico complexo, a
ideia central é utilizar uma metodologia computacional livre de grades, que ndo exige
o calculo direto das derivadas dessas funcdes. Como dispomos apenas dos pontos,
o método da Hidrodinamica de Particulas Suavizadas (SPH) é adequado para

calcular e determinar esses minimos de forma pratica.

O PySPH é uma biblioteca eficaz para modelar fluidos de particulas utilizando
o método SPH. Ao empregar o PySPH, podemos realizar simulagbes que permitem

encontrar e visualizar os minimos das fungdes em tempo real.

Considerando um cenario onde temos apenas amostras da fungéo e nao sua
expressao explicita, encontrar os minimos torna-se um desafio computacional
significativo, a abordagem tradicional envolveria o calculo das primeiras e segundas
derivadas para localizar os minimos, mas, sem a expressao da funcao, isso pode
nao ser viavel. Portanto, a metodologia proposta se justifica pela necessidade de
uma solugdo numeérica eficiente, como a oferecida pelo SPH, para resolver esse
problema de otimizagdo complexa.

Com todas as ideias expostas sobre o Smoothed Particle Hydrodynamics,
observamos sua aplicagdo em simulagdes complexas em trabalhos na literatura,
como por exemplo no trabalho de Myers et al. (2023), que destaca a facilidade do
uso do método SPH, expondo uma abordagem hibrida Finite Volume Method
(FVM)-(SPH) para captura de choques de sistemas compressiveis. No trabalho de

Myers o framework Python PySPH é utilizado para modelar o fluido em regiées com
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altos gradientes através de particulas com a técnica SPH. Novas abordagens de
acoplamento FVM-SPH sao exploradas, incluindo injegdo e exclusdo on-line de
particulas em torno de regides proximas ao choque de sistemas persistentes no
tempo. A simulacdo SPH é acoplada a simulacdo FVM através de particulas de
limite que circundam as regides SPH ativas, com valores de FVM interpolados para
particulas de limite SPH em cada intervalo de tempo. Os valores nas regides SPH
ativas sao interpolados de forma semelhante a malha FVM sobreposta em cada

intervalo de tempo.

1.4 ORGANIZAGAO DO TRABALHO

Este trabalho esta estruturado em 6 capitulos. Apos o Capitulo 1, que
apresenta a introdugao, o Capitulo 2 realiza uma revisao da literatura, analisando os
trabalhos mais relevantes que contribuiram para o desenvolvimento desta

dissertacao.

No Capitulo 3 sao apresentadas as fundamentagdes tedricas do método SPH,
incluindo as equacdes necessarias para a sua implementagcdo, como as equacgdes
de Euler-Lagrange, Navier-Stokes, DEM, RKPM, bem como as fung¢des de
otimizagcao de benchmark, a fungado de fitness e o método PSO (que sera utilizado

como método comparativo).

O Capitulo 4 detalha toda a metodologia aplicada, descrevendo as fungdes

escolhidas para o conjunto de benchmarks.

Os experimentos e resultados sdo apresentados no Capitulo 5, onde sao
discutidas as fungdes de otimizacdo, incluindo Fitness, Perm, Griewank e Testes
Univariados. Este capitulo também aborda os detalhes das implementagcdes dos
algoritmos que simulam os resultados obtidos utilizando o framework PySPH e o
PSO.

Por fim, no Capitulo 6, sdo apresentadas as conclusdes, com observagoes
sobre as solugcdes encontradas, as dificuldades enfrentadas e as recomendacdes

para trabalhos futuros.
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2 REVISAO DA LITERATURA

Os avangos nas pesquisas sobre Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH),
modelagem computacional, problemas de otimizagdo e simulagdo computacional
tém sido a base de numerosos estudos em diversos campos do conhecimento.
Muitos pesquisadores apresentaram estudos com aplicacbes das equacgdes de
Euler-Lagrange e Navier-Stokes, em técnicas baseadas nos métodos Discrete
Element Method (DEM) (Cundall e Strack, 1979) e Reproducing Kernel Particle
Method (RKPM) (Liu et al., 1997).

O método SPH foi originalmente desenvolvido como uma técnica numérica
para modelagem em astrofisica. Nas ultimas décadas, sua aplicagdo se expandiu
significativamente, abrangendo diversas areas da ciéncia e da engenharia. Sua
capacidade de resolver problemas complexos sem a necessidade de uma malha fixa
tornou-se uma ferramenta essencial para simulagdes computacionais envolvendo
fluidos, solidos e especificos naturais. Este capitulo explora os principais avangos no
uso do SPH, com foco em suas aplicagdes recentes e conclusées com a introduc¢ao
do Particle Swarm Optimization (PSO) como uma base referencial para analises

comparativas.

Os primeiros passos do SPH foram dados por Lucy e Leon (1977), que
introduziram uma abordagem numérica para investigar as hipoteses de fissdo em
astrofisica. No mesmo ano, Gingold e Monaghan (1977) publicaram o trabalho
Smoothed Particle Hydrodynamics: Theory and Application to Non-Spherical Stars.
Estes trabalhos sao referéncias fundamentais até os dias de hoje, nas diversas
simulagées em problemas de mecénica do continuo e implementagdes com o

método de particulas sem malha.

Apds os primeiros passos no campo da astrofisica, o SPH comecgou a ser
aplicado em novas areas, com destaque para a integragdo com o Discrete Element
Method (DEM) por Cisternas et al. (2019), gerando o DEM-SPH. Essa abordagem
hibrida tem sido usada para prever o transporte de particulas sélidas interagindo
com fluxos de lama. Essa técnica demonstra como o SPH pode ser eficaz em
aplicagdes industriais, como a mobilidade autdbnoma, ao modelar interacdes

complexas entre particulas solidas e fluidas. Como ja relatado de forma introdutéria,
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o SPH é um tipo de método baseado em particulas, sem malha, que emprega um
conjunto finito de particulas discretas para representar o estado e a evolugdo de um
sistema de fluxo. Este método acoplado DEM-SPH foi aplicado com sucesso a

moagem autégena por Cleary et al. (2006) e Cleary et al. (2018).

Além de sua combinacdo com o DEM, em 2019, Asadi et al. (2019), também
utilizaram o SPH em um processo de ruptura de uma membrana, localizada entre
dois fluidos no centro de um canal tridimensional. A SPH e o Finite Element Method
(FEM) foram utilizados, respectivamente, para modelar as fases fluida e sélida. Uma
série de diferencas de pressio e espessuras de membrana foram estudadas e dois
processos de ruptura diferentes foram identificados. Esses processos diferem na
escala de tempo da ruptura, na localizagdo do inicio da ruptura, no nivel de
destruicdo e no mecanismo de acionamento. Em continuidade ao uso do SPH em
combinagdo com outros métodos, Xi et al. (2019), enfatizaram que as técnicas de
particulas lidam principalmente com variagdes de particulas com base fisica para
fendbmenos e formas em animagdo computacional e modelagem geométrica.
Técnicas tipicas de particulas incluem simulagdo de SPH para animagao e sistemas
de particulas para modelagem de formas. Simulagdo SPH e sistemas de particulas
sdo métodos sem malha e tém sido amplamente aplicados em engenharia e ciéncias
aplicadas. Esses métodos aplicados incluem principalmente o método Lagrangiano,
para simular fenébmenos fluidos, como fumaca, fogo, explosdes, ondas de agua,

bolhas e superficies livres, que foram foco de pouca ateng¢ao no passado.

Prosseguindo com a evolugdo do SPH, Lind et al. (2020) aprofundaram os
estudos sobre a aplicagdo do SPH em fluxos complexos com interfaces moveis e
multiplas fases. Os autores enfatizaram que, apesar de ser computacionalmente
exigente, o SPH se beneficia significativamente de arquiteturas de computagao
paralelas, como GPUs, tornando-o mais eficiente em simula¢des de larga escala.
Essa evolugdo tecnoldgica permitiu que o SPH fosse adotado em cenarios

anteriormente limitados por restricdes computacionais.

Observando que varios pesquisadores progrediram em seus trabalhos e
produziram resultados de destaque nas suas areas, Koschier et al. (2020) mostram
que o conceito SPH é cada vez mais popular em uma grande variedade de areas de

aplicagdo que vao desde tecnologias de entretenimento até engenharia. Por um
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lado, esta popularidade baseia-se no fato de que as abordagens Lagrangianas em
geral, e o SPH em particular, podem naturalmente lidar com cenarios que seriam
bastante complicados para abordagens Eulerianas. Um exemplo favoravel é um
fluido de superficie livre com limites solidos geometricamente complexos e
dindmicos. Tal configuragdo € especialmente relevante para produgdes de efeitos
especiais em industria. O cenario, porém, tem a mesma relevancia na engenharia,
por exemplo, para a analise de veiculos em passagens de agua, para a previsao de
evacuacdo de agua da chuva em um veiculo com limpadores de para-brisa em
movimento, ou ainda para o projeto de caixas de engrenagens com lubrificacéo

otimizada.

Em 2021, Vacondio et al. (2021) mostram uma breve revisdo dos grandes
desafios do método SPH. Como um método sem malha, o SPH pode simular uma
ampla gama de aplicac¢des, desde astrofisica a fluxos de superficie livre. Sendo um
método computacional em desenvolvimento, o SPH ainda requer avancos para
abordar elementos importantes que impedem uma utilizagdo mais generalizada.
Seguindo essa linha, Antuono et al. (2021) apresentam alguns desenvolvimentos
recentes relativos a inclusdo da Large-Eddy Simulation (LES) na estrutura de SPH
fracamente compressiveis. Esse objetivo foi alcangado aplicando um filtro
Lagrangiano as equacgbes de Navier-Stokes para fluidos compressiveis e, em
seguida, aproximando os operadores diferenciais no estilo SPH. Uma vez que a
natureza Lagrangiana do esquema derivado revelou-se um obstaculo para
simulagdes precisas de problemas com numeros de Reynolds elevados, a
abordagem acima € aqui modificada para obter um modelo LES-SPH quase

Lagrangiano.

Em continuidade, Wang et al. (2021) exploraram o uso do SPH para simular
fluidos de filme fino, uma aplicagdo que combina deformagdes agressivas de
superficie com fluxos tangenciais vigorosos. Os autores demonstraram que a
compressibilidade do SPH, geralmente vista como uma limitacdo, pode ser
explorada de maneira vantajosa para calcular tensdo superficial e fortalecer a
incompressibilidade de fluidos em filmes finos. Paralelamente, Zhang et al. (2021)
coletam algumas aplicagdes recentes de SPH no campo dos riscos naturais ligados
a fluxos rapidamente variados de agua e densas misturas granulares, incluindo

erosao de sedimentos e transporte de carga em leitos de rios. Este artigo reune e
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delineia os aspectos basicos de alguns trabalhos relevantes que tratam de
inundagdes em topografia complexa, lavagem de sedimentos, dindmica rapida de
deslizamentos de terra e onda de surto induzida. Além disso, os resultados
preliminares de um novo estudo sobre a dinamica pés-falha de deslizamentos rasos
induzidos pela chuva sao apresentados. Considerando que a maioria dos métodos
atuais de simulagcdo computacional de sistemas dindmicos sdo baseados em
técnicas que utilizam uma malha ou grade, Fuchs et al. (2021) explicam que
métodos, como Finite Element Method (FEM), Finite Difference Method (FDM) ou
Finite Volume Method (FVM), requerem esforgos metodolégicos e computacionais
substanciais para modelar o movimento de corpos rigidos embebidos em fluidos.
Para superar esses problemas, varias abordagens baseadas em Particle Finite
Element Method (PFEM), Discrete Element Method (DEM), ou no método de SPH
foram propostas como alternativas mais viaveis. O SPH, que pode ser visto como
um esquema de discretizacdo sem malha, é devido a sua natureza Lagrangiana
muito adequado para problemas de fluxo envolvendo multiplas fases, transicdes de

fase dindmicas e reversiveis e topologias de interface complexas.

No campo da engenharia computacional, Wang et al. (2022) estudaram as
técnicas de simulacdo numérica também foram aplicadas para prever a
profundidade e o tempo de processamento no processo de perfuracédo a laser. Os
métodos sem malha e baseados em particulas foram adequados para a simulagao
do processo de ablacdo a laser em relagdo a perda de material no processo. A
técnica de modelagem Smoothed Particle Hydrodynamics foi usada para modelar a

conducao transitoria de calor durante a interacdo entre o laser e o material.

Nos anos mais recentes, o método SPH tem demonstrado suas descobertas
e aplicabilidade em uma ampla gama de estudos. Mohammadi e Riazi (2022)
utilizaram o SPH para modelagem de fluxo de fluidos através de meios porosos com
geometrias uniformes e nao uniformes, simples e complexas é mostrada, e sua
caracterizagcdo baseada na formulacdo SPH é investigada. Dado o esquema
baseado em particulas do método SPH, permite extrair o historico temporal das
particulas e calcular a taxa de transferéncia do sistema. Resultados interessantes
foram observados em relagdo ao efeito da geometria do cilindro nos perfis de
velocidade e linhas de corrente. Eles mostram a possibilidade de utilizacdo do

método SPH para realizar estudos de caracterizagdo dindmica de escoamentos
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subterraneos. Nesse sentido, os resultados foram avaliados para fornecer relagcoes
praticas para aplicagbes futuras, enquanto Pahlke e Sbalzarini (2023) analisaram e
comprovaram que esses mesmos algoritmos sdo amplamente utilizados para
simulagdo computacional de fenbmenos complexos em varios campos, como
dinamica de fluidos, fisica de plasma, quimica molecular e fluxos granulares, usando
diversos métodos de simulagao, incluindo o SPH, Particle-in-Cell (PIC), Molecular
Dynamics (MD) e Discrete Element Methods (DEM). Apesar do uso crescente de
métodos de particulas impulsionado pelo melhor desempenho computacional, a
relacdo entre esses algoritmos permanece formalmente obscura e falta uma

definicdo formal unificadora de métodos de particulas.

Nos ultimos anos, métodos sem malha foram desenvolvidos e demonstrados
como sendo mais eficazes na analise de processos envolvendo a deformagao finita,
isto é, grandes variagdes na geometria de materiais sob esfor¢os extremos, como
impacto ou compressdo. Nestes contextos, técnicas tradicionais como o FEM
enfrentam dificuldades relacionadas a distor¢ao da malha, o que pode comprometer
a precisdo das simulagdes. Segundo Mountris et al. (2023), métodos sem malha
aliviam parcial ou totalmente os requisitos de malha, evitando o problema de
distorcdo da malha FEM. Exemplos de métodos sem malha incluem a Smoothed
Particle Hydrodynamics, os Meshless Local Petrov—Galerkin (MLPG) (Atluri e
Zhu,1998; Hu et al.,, 2007) e os métodos de Element Free Galerkin (EFG)
(Belytschko et al., 1994; Wu et al., 2021). O método SPH tem sido estendido com
sucesso para adotar uma formulagao Lagrangiana total, permitindo simulagdes mais
precisas de grandes deformagdes. Como gradiente de fungdes constantes e lineares
nao sao obtidos corretamente no método SPH padrdo, um método de particulas
suavizadas corrigidas foi utilizado para garantir a conservagdo do momento linear e
angular. De maneira semelhante, o Reproducing Kernel Particle Method (RKPM) (Liu
et al., 1997) utiliza uma fungéo de corregcédo para a aproximagao de Kernel em SPH
para atender as condi¢gbes de reproducado e tem sido empregado para resolver

grandes problemas de deformacéo.

Ainda em 2023, Raja et al. (2023) destacam os métodos sem malha, como a
SPH, como ferramentas versateis na simulagdo de processos complexos em
manufatura aditiva, incluindo a impressao 3D de alimentos. Trata-se de uma técnica

que consiste na deposigdo sucessiva de camadas de material comestivel para
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formar estruturas tridimensionais. Embora o SPH seja, em esséncia, um método
lagrangiano, os autores ressaltam sua aplicabilidade em contextos que envolvem
fendbmenos comumente tratados por abordagens eulerianas, como a dindmica de
deposigao de material. Por utilizar um conjunto mével de particulas para discretizar
as equacgbes governantes, o SPH apresenta alta adaptabilidade, sendo adequado
para lidar com grandes deformagdes, interfaces moveis e superficies livres, além de
permitir o acompanhamento do histérico temporal das variaveis de campo durante o

processo de impressao.

Com o crescimento dessas aplicagdes, torna-se cada vez mais relevante
integrar técnicas de otimizagdo aos modelos computacionais, de modo a aprimorar o
desempenho dos sistemas simulados. Nesse contexto, Duan et al. (2022)
propuseram o algoritmo Multi-Strategy Seeker Optimization Algorithm (MSSOA),
uma evolucdo do Seeker Optimization Algorithm (SOA), voltada para a solugao de
problemas complexos e restritos em engenharia. O MSSOA incorpora trés
estratégias principais: um mecanismo de captura tripla inspirado em buracos negros,
que melhora a exploragdo do espago de busca e evita a estagnacdo em o6timos
locais; a interferéncia aleatdria multidimensional, que amplia a diversidade das
solugdes; e a interferéncia precoce, que antecipa ajustes durante o processo
iterativo. A eficacia do algoritmo foi validada por meio de experimentos com 15
fungcdes de benchmark e aplicacbes reais, nas quais o MSSOA apresentou
desempenho superior a outros seis métodos de otimizacdo. As analises dos
resultados incluiram a avaliagdo das curvas de convergéncia da fungéo de fitness,
da evolugdo da melhor solugao ao longo das iteragdes e da distribuicdo espacial das
solugdes na populagdo. Esses resultados reforcam a importancia de estratégias
inovadoras para o aprimoramento de algoritmos de otimizagdo em problemas de

engenharia.

Além dos avangos em algoritmos de otimizagdo aplicados a problemas
complexos de engenharia, esforcos também tém sido direcionados ao
aprimoramento de métodos numéricos para simulacbes fisicas de alta
complexidade. Nesse contexto, Myers et al. (2024) propuseram uma abordagem
hibrida que combina o método de Volumes Finitos (FVM) com a Smoothed Particle
Hydrodynamics para simulagdes de explosdes com maior eficiéncia e precisao.

Utilizando o framework PySPH, que integra processamento com NumPy e Cython
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para acelerar os calculos, os autores demonstraram que a combinacdo dos dois
meétodos permite capturar com mais fidelidade os efeitos dinamicos e transientes de
explosées em meios complexos. O PySPH destacou-se como uma ferramenta
versatil, permitindo tanto a modificagdo de esquemas ja existentes quanto a criagao
de novos, adaptando-se facilmente as necessidades especificas do problema. Os
testes realizados incluiram analises comparativas de desempenho entre o SPH, o
FVM puro e a versao hibrida, reforcando a viabilidade computacional e a precisao da

proposta.

Como ferramenta complementar ao SPH, o Particle Swarm Optimization
(PSO) (Kennedy e Eberhart, 1995) surge como uma alternativa promissora para
abordagens comparativas ao SPH. Inspirado no comportamento de enxames, o PSO
utiliza interagcbes simples entre particulas para explorar o espaco de busca de
maneira estocastica. Sua simplicidade e eficacia permitem avaliar o desempenho do
SPH em termos de custo computacional e eficiéncia na busca por solugdes 6timas,
servindo como referéncia para comparagdo em problemas de otimizagdo de

fungodes.

Em contrapartida a técnica do PSO, ha um ramo da Inteligéncia Artificial que
€ comumente chamada de computagao evolutiva. Este ramo usa as ideias de
processos evolutivos, encontrados na natureza, para criar sistemas que possam
evoluir uma solugao inicial, otimizando-a para uma dada situacdo de estudo. Tais
métodos computacionais sdo geralmente baseados em um conjunto de particulas,
ou populagado, ou ainda enxame, que se assemelha a filosofia empregada no SPH,
mas em geral com iteragdes entre as particulas bem mais simples que as utilizadas
no SPH. Desta forma, tais métodos podem ser empregados para a criagdo de uma
referéncia comparativa, tanto em termos de custo computacional quanto de
otimizagcdo da solugdo gerada para a resolugdo dos problemas em analise. Para
conseguir uma solucado 6tima referente a Controle de diversidade em computacgao
evolutiva usando populagdes duais assincronas com particionamento de espago de
busca, Bashir e Hassan (2020), mostraram que o controle da diversidade ¢ vital para
uma otimizagdo global eficaz usando técnicas de Evolutionary Computation (EC),
abordando o compromisso entre exploragao do espago de busca e refinamento das
solucdes promissoras. Neste artigo, os autores implementam politicas de controle de

diversidade que garantem a exploragdo sustentada do espago de busca sem
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comprometer a exploracdo eficaz das suas regides promissoras. Primeiro, é
proposto um algoritmo EC de dual-pool que facilita uma estratégia de diversificagao
da evolugcdo temporal. Em seguida, uma inicializagdo heuristica quase aleatoria
baseada no search space patrtitioning (SSP) (Bashir e Hassan, 2020) ¢ introduzida
para garantir uma amostragem uniforme do espago de busca inicial. Em segundo
lugar, para a medigdo da diversidade, um mecanismo robusto de deteccao de
convergéncia que combine uma medida de diversidade espacial € utilizado como
uma medida de evolucdo da populagdo. Verificou-se que o algoritmo proposto
precisava de um tamanho de conjunto de apenas 50 amostras para convergir para
solugdes otimas de uma variedade de benchmarks de otimizagao global. No geral, o
algoritmo proposto produziu 33,34% de redugéo no custo incorrido por um algoritmo
EC padrdo. O resultado justifica a eficacia do controle eficaz da diversidade na

resolugao de cenarios complexos de otimizagao global.
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3 FUNDAMENTAGOES TEORICAS

As propriedades das dindmicas de fluidos, especialmente em processos
envolvendo o movimento de particulas liquidas ao longo de um canal, podem ser
representadas por equacbes e funcdes matematicas que descrevem o
comportamento do fluxo ao longo do tempo. No trabalho de Antony e Maniyeri
(2020), a simulagdo numérica do escoamento de fluido em um canal é realizada
utilizando o SPH, um esquema Lagrangiano e sem malha, amplamente utilizado
para modelar fenbmenos em mecanica dos fluidos. As equacdes e funcdes
utilizadas no SPH permitem descrever a interagao entre as particulas de fluido e os
contornos solidos, como as paredes do canal, possibilitando simulagdes realistas
dos padrdoes de escoamento. A abordagem dos autores refor¢a a aplicabilidade do
SPH em sistemas confinados, nos quais a interacao fluido-estrutura desempenha

papel essencial para a compreensao do comportamento dindmico do fluido.

Em métodos de particulas sem malha, as particulas distribuidas
arbitrariamente s&o usadas para discretizar o dominio do problema. Nesta classe de
métodos, as particulas ndo requerem uma conectividade fixa como nos métodos
baseados em grade, portanto, o tratamento de grandes deformagbes € modelado
computacionalmente de forma mais natural. Além disso, a discretizagdo de dominios
complexos € muito mais facil em comparagdo com os métodos baseados em grade,
pois apenas uma discretizag&do inicial da particula € necessaria. Ao contrario de
outros métodos sem malha onde os nés sem malha atuam apenas como pontos de
interpolagdo, o SPH tem uma caracteristica atraente: os nés também funcionam
como componente material, carregando propriedades do material e movendo-se de
acordo com as interagdes internas e externas. No SPH, utiliza-se a suavizagao para

aproximar as variaveis de campo e suas derivadas a partir das particulas vizinhas.

Para enriquecer este trabalho e gerar uma base comparativa de desempenho
na busca por minimos de fungdes, também utilizamos o método PSO, que foi criado
por Kennedy e Eberhart (1995). A otimizacao por enxame de particulas desenvolvida
pelos autores citados compreende um conceito muito simples, podendo ser
implementado em poucas linhas de codigo. Requer apenas operadores matematicos

primitivos e € computacionalmente barato em termos de requisitos de memoria e
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velocidade. Os primeiros testes revelaram que a implementacéao é eficaz para varios

tipos de problemas.

Podemos citar, como exemplo de aplicagdo do PSO em contextos complexos,
o trabalho de Tseng et al. (2021). Neste exemplo, os autores utilizaram o algoritmo
para resolver problemas de otimizacdo n&o linear com restrigdes (Nonlinear
Constrained Optimization — NCO), nos quais o espago de busca apresenta multiplos
6timos locais e regides inviaveis. O estudo demonstrou que, mesmo em cenarios
desafiadores, o PSO mantém desempenho satisfatério encontrando possiveis
solugdes. No presente trabalho, como ja afirmado, o PSO é adotado como método
de referéncia, permitindo avaliar comparativamente a eficiéncia da abordagem

baseada em SPH na busca por minimos em fungdes matematicas.

A fim de organizar os fundamentos tedricos que embasam este trabalho, este
capitulo esta estruturado da seguinte forma: inicialmente, apresenta-se o SPH,
destacando seus principios e aplicagbes. Em seguida, discute-se a abordagem de
otimizagao adotada, com foco na definicdo da fungao de fitness e na selecao de

funcdes benchmark utilizadas para avaliagao dos resultados.
31 O METODO SPH

Como ja mencionado e relatado nessa dissertacdo, o método SPH é um
conjunto de métodos numéricos baseados em particulas, as quais séo usadas como
agentes dindmicos que respeitam as caracteristicas fisicas do problema estudado.
Progridem por meio da modelagem de equacdes diferenciais que ditam as leis que
governam o problema. Em geral, o SPH pode ser usado para simular problemas que
envolvem mecanica continua, suas particulas sdo normalmente lagrangeanas e
evoluem em um processo de interacdo mutua sem malha, permitindo lidar com

problemas com superficies livres e grandes deformacoes.

E possivel observar os conceitos do SPH como método de particulas com
uma visao computacional geral no trabalho dos autores Ramachandran et al.
(2021). Este trabalho apresenta a ferramenta computacional PySPH empregada nos
experimentos realizados nesta dissertagcao. Contudo, focando em uma visdo mais
formal matematicamente, remete-se o leitor ao trabalho de Violeau (2012) para uma

detalhada discussao do formalismo do SPH.
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Na sequéncia, apresenta-se uma breve introdu¢do ao formalismo matematico
do método SPH, visando destacar seus principios fundamentais e sua formulagao

continua.

SPH é um método de particulas lagrangeano, sem malha, onde as particulas
representam o espago continuo ao seu redor. Uma variavel de campo f{(x) sobre um
dominio € pode ser aproximada por uma convolucdo com a funcdo do kernel W

(x,h), indicada na Equacéo (1),

f&) = £f(y)W(x — ¥, hdy (1)

onde h é o comprimento de suavizagao e dy € o elemento de volume diferencial. A
funcdo do Kernel (ou nucleo) aproxima a fungdo delta no limite h — 0 e € uma
funcdo compacta tal que W(r) = 0, quando |r| > kh para alguma constante k. Para
obter a contraparte discreta, o campo é discretizado em particulas com massa m,,
densidade p;, e o volume diferencial é substituido pelo volume V; = m/p; onde o
subscrito denota o indice da i-ésima particula na posigao x; . A integral da Equagao

(1) é entdo aproximada por uma soma discreta,

fx) = TVFGIW, —x,h) 2
J

onde a soma ¢ feita sobre toda a particula no suporte da funcao kernel. Se a funcao

f(x;) é substituida pela densidade p(x;), obtém-se a férmula da densidade no SPH,

px) = LmW(x, —x,h) 3)
J

A aproximacdo SPH pode ser usada para discretizar equacgdes diferenciais
parciais. As Equacdes de movimento para um fluxo de fluido, expressas na forma

lagrangeana, séo,
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dp

. = T PVeu (4)

d 1

— = ——>Vp + wWu +g 5)
onde 4 ¢ a derivada do temporal, p é a densidade, p € a pressao, v é a

dt
viscosidade cinematica, e g € a aceleragao externa (em muitos exemplos reais a
aceleragdo da gravidade). No caso de um fluido fracamente compressivel, a
Equacédo de Estado (ou do inglés, Equation of State - EOS), que completa as

equacdes acima &,

2 y
= SPolfe) _
P = - (po) 1 (©6)

onde y determina como a pressdo varia com a densidade e influencia a
compressibilidade do fluido, p, é a densidade de referéncia e Co é a velocidade do

som. No caso de um fluido compressivel, as equagdes incluem uma equacao de
energia € uma Ordinary Differential Equation (EOS) diferente. A forma discreta das

equacodes acima usando a aproximacao SPH pode ser escrita como,

dp.
— _— [ ]
= Z mj(vi vj) ViWij (7)
dui
dt = ap,i + avisc,i + abody,i (8)

onde p;, u; sao, respectivamente, a densidade e a velocidade da j-ésima particula.

a,; € a aceleragdo devida ao gradiente de pressdo, comumente discretizada pela
Equacéo (9) (Monaghan, 1992):

p, P
a = — Z m —2 —2 L4 VW (9)
p,i i P, pj i
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Essa expressao representa a contribuicdo das particulas vizinhas para o

célculo da aceleragdo devida ao gradiente de pressdo sobre a particula i,
considerando as diferencas de pressao e as propriedades fisicas envolvidas.

Na equagéo, p; € a pressdo da j-ésima particula, m; € a massa e p; € a
densidade da j-ésima particula, VW, ; = % (x; = x;, h) é o gradiente do kernel de

suavizacdo e o somatorio € realizado sobre todas as particulas que estdo no
dominio da funcdo de kernel, exceto a particula i. a,s.,; € a aceleragdo devido a

forgas viscosas, dada pela Equagao (10) (Monaghan, 2005) é,

4 r... W,
= Ym e (10)
visc,i ;

j o, +p) (r > +nh® i

onde r; = x; - x;. Por fim, a.q,; € a aceleracdo devido as forgas externas aplicadas

ao corpo. Finalmente, as posi¢cdes das particulas sdo obtidas integrando no tempo a

seguinte equacao diferencial,

dxi

Fr ui (11)

O problema que consideramos na proxima secdo € a simulacdo de um
sistema bidimensional referente a simulacdo de rompimento de uma barragem
(Gomez-Gesteira et al., 2010), onde uma coluna de fluido é colocada em um tanque
sob a influéncia da gravidade. Para fins de ilustragdo, consideramos um tratamento
simples das condi¢cdes de contorno. O tanque é representado por particulas solidas
com a mesma massa que as particulas fluidas nas quais resolvemos a equacéao de

continuidade e, em seguida, define-se a pressédo usando o EOS, Equacgéo (6).
3.1.1 INTEGRAGAO DE TEMPO

As equagdes de movimento e de momento sdo integradas no tempo para
obter as posicdes e velocidades, respectivamente. Segundo Monaghan (2005), um

integrador € usado para realizar a integragao no tempo, chegando-se as equagoes,

Tl+i du
w 2= U+ ﬁ( ) (12)
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) (13)

n+1

My ﬂ( du") (14)

i i 2 dt

O passo de tempo para a integracdo € baseado no critério de
Courant-Friedrichs-Lewy (CFL), o qual depende das equacgdes diferenciais a serem
resolvidas em Leveque (2002). Na literatura sobre o método SPH, o uso de passo de
tempo implicito (implicit time stepping) € recomendado em problemas com alta
rigidez numérica, pois melhora a estabilidade do sistema. No entanto, o framework
PySPH, atualmente, ndo oferece suporte direto a esse tipo de integracao.
Adicionalmente, a rigidez do sistema, entendida como a presenga de diferentes
escalas de tempo que tornam o sistema dificil de resolver numericamente, ndo é
explicitamente gerenciada pelo PySPH. Apesar dessas limitagbes, € importante
destacar que o PySPH permite a solucado iterativa de sistemas utilizando

formulagées sem matriz, o que pode ser vantajoso em simulag¢des de grande escala.
3.1.2 PESQUISA DE PARTICULAS VIZINHAS MAIS PROXIMAS

Para encontrar as particulas que estdo sob o suporte de um kernel, utiliza-se
uma técnica de nearest neighbor particle searching (NNPS), conforme descrito em
Ramachandran et al. (2021). A estrutura de dados de grade uniforme é a abordagem
mais comumente usada para NNPS. Funciona dividindo as particulas em células de
tamanho igual ao raio do suporte. Os vizinhos de uma particula sdo entdo
pesquisados nas caixas vizinhas da célula que contém a particula de consulta,

conforme mostrado na Figura 2.

Figura 2 - Os vizinhos mais préximos da particula g com raio de suporte h podem
ser encontrados nas nove caixas vizinhas da célula a qual q pertence.
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Nesse modelo bidimensional, a particula q esta localizada em uma célula da
grade, e as particulas vizinhas sao buscadas dentro de um raio de suporte h
centrado nela. Como esse raio pode alcancgar particulas em células vizinhas, é
necessario considerar as 39 caixas ao redor da célula onde d é o nimero de
dimensdes. Este método funciona eficientemente quando o raio de suporte é
constante para todas as particulas, mas quando o raio de suporte é variavel, o
tamanho da célula precisa ser o raio maximo de suporte, o que torna a abordagem
baseada em grade uniforme ineficiente a medida que as células se tornam muito
grandes. Para encontrar vizinhos de forma eficiente em casos de raio de suporte
variavel, € necessaria uma estrutura de dados com tamanho de célula adaptativo. A
abordagem mais comum nesses casos € usar um Octree (Hernquist e Katz, 1989);
Springel, 2005). Como parte do PySPH, fornecemos os seguintes algoritmos para
NNPS na CPU:

— Spatial Hash. Neste método, cada célula da grade uniforme é mapeada para um
indice em uma tabela hash. O uso de uma tabela hash permite o armazenamento
apenas das células nao vazias, reduzindo o uso de memoria. Contudo, como os
dados ficam distribuidos de forma n&o contigua na memoria, essa dispersao
prejudica a localidade espacial e temporal de acesso, diminuindo a eficiéncia do
cache da CPU, que é otimizado para acessar dados sequenciais ou préximos entre
si. Por esse motivo, essa abordagem pode apresentar um desempenho inferior em

comparacgao a estruturas com melhor aproveitamento de cache.

— Linked List. (Dominguez et. al., 2011). Este método mapeia cada célula para um
ID de célula 1D achatado, que € mapeado em uma matriz principal, que armazena a
primeira particula dessa célula. Em seguida, outra matriz mapeia cada particula para
a proxima particula naquela célula, formando uma lista ligada. Este algoritmo
oferece dados organizados de forma contigua na memoria, isso melhora o acesso
pela CPU e resulta em um melhor desempenho de cache tornando-o mais eficiente.
No entanto, essa abordagem exige a alocagdo de um array com tamanho igual ao

numero total de células no dominio, inclusive as células vazias.

— Z-Order Space Filling Curve. Curvas de preenchimento de espaco sao usadas
para mapear dados 3D e 2D em uma dimensao, preservando a localidade espacial.

Um SFC de ordem Z é construido classificando os IDs das particulas por chaves que
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sdo geradas usando intercalagdo de bits (Morton, 1966). Este método oferece o
melhor desempenho de cache em grades uniformes, mas requer uma classificagao
na etapa de construcdo, o que o torna geralmente mais lento do que o NNPS de lista

vinculada.

— Octree. Neste método, dividimos recursivamente o espago em oito octantes até
que um nd tenha menos que um numero especificado de particulas. Ao consultar
vizinhos, a arvore é percorrida de cima para baixo e apenas os octantes que cruzam

com a caixa delimitadora da regiao de consulta sao percorridos.

Além destes, existem alguns algoritmos NNPS experimentais implementados
em PySPH. Devido a uma série de restricbes, nem todos os algoritmos acima podem
ser implementados com eficiéncia em uma GPU. PySPH fornece o Z-Order SFC e

os algoritmos Octree para NNPS na GPU.
3.2 O PROBLEMA DE OTIMIZAGAO

Independentemente do trabalho envolver situagdes simples ou complexas, o
processo de otimizacdo € muito eficaz na busca de solugdes nos mais diversos
problemas, e em diferentes areas, como na ciéncia da computagédo, engenharia,
economia e etc. Em geral, o processo de otimizagdo consiste em maximizar ou
minimizar uma funcgao, buscando-se os melhores valores, ou valores 6timos, de uma
funcdo de interesse do problema em analise. Por exemplo, Azrag et al. (2020) em
seu artigo fala que os algoritmos de otimizagédo sao aplicados em muitas situagdes,
como atividades de negocios, engenharia e projetos industriais, com o objetivo de
minimizar ou maximizar uma fungao objetivo. Ultimamente, algoritmos de otimizacao
inspirados na natureza tém ganhado cada vez mais popularidade no campo da
ciéncia e da engenharia. O desenvolvimento de tais algoritmo vém cativando muitos
pesquisadores, ora pelo fato da inspiragcdo na natureza que varios algoritmos em
destaque apresentam, ora pelos resultados de desempenho e autonomia, ou
inteligéncia, de tais algoritmos. Desta forma, a questao da escolha de qual algoritmo
aplicar a situacédo de estudo vem se tornando um tema de dificil resposta, pois além
da grande quantidade de opcdes disponiveis, ha a necessidade do entendimento
dos pontos positivos e negativos que cada algoritmo apresenta em uma dada

aplicacao especifica.
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Nesse contexto, a se¢do buscou evidenciar a importancia dos algoritmos de
otimizagdo como ferramentas versateis e eficazes na resolugdo de problemas
complexos. Essa discussao serve como base conceitual para o desenvolvimento das

préximas etapas deste trabalho.
3.2.1 FUNCAO DE FITNESS

A funcéo de fitness, ou fungéo de aptidédo, € uma fungdo matematica utilizada
como ferramenta para guiar o processo de otimizagdo. Esta nomenclatura é oriunda
dos algoritmos genéticos e outros algoritmos evolutivos. A fungao de fitness avalia a
qualidade de uma solugéo (ou individuo/particula em um algoritmo evolutivo) para
um problema especifico, indicando o quao bem essa solugédo se adapta ao ambiente

ou atende aos critérios do problema.

Neste sentido, utilizamos a funcdo de fitness para realizar otimizacdes, para
encontrar um ponto de extremo, no nosso caso um ponto de minimo da funcao
objetivo. Entao € desejavel ter um esquema de otimizagédo que leve ao 6timo global

e nao dependa diretamente da derivada da fungao.

Esse tipo de abordagem se mostra especialmente relevante em problemas de
otimizacdo do mundo real, nos quais o gradiente da fun¢do objetivo pode n&o estar
disponivel ou ser dificil de estimar com precisdo. Conforme destacado por De
Anda-Suarez et al. (2023), nessas situagdes, métodos tradicionais baseados em
derivadas perdem eficacia, tornando necessario o uso de estratégias alternativas

que utilizem informacdes da populacido de forma eficiente.

Uma possivel melhoria na convergéncia dos algoritmos evolutivos reside na
utilizacdo das informagdes disponibilizadas pelos individuos para saber a melhor
diregdo de busca pela solugdo 6tima. Contudo, determinar tal direcdo implica em
estimar o gradiente da fungdo de fitness, mas a fungdo de fitness ndo tem
necessariamente uma derivada bem definida. Assim, é possivel utilizar SPH com um
gradiente gaussiano como uma aproximagao do gradiente da funcéo de aptidao ( De
Anda-Suarez et al., 2023).
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A expressao da Equacdo (15) estima o gradiente interpolado da funcdo de

aptidao (ou fitness) f.
(Vrm >=//---/§f(?')W( N7 —7'|.n) dn7 (15)
Q

Seguindo a propriedade V[a - b] = Va - b + a - V b, encontramos a

Equacgao(16):

1) =fv ey wr =7l 1arT -

Q

VE(FY W7 =7

— (16)
/f(?') VW(|[F-7". h|) dm7
Q

a qual pode ser reescrita como,

/5' (Wil - 7"||’h>ld”?=ff(7') wle-7 | -fas 0D

Q S

Esse termo considera que o kernel € uma fungdo compacta e a integral de

superficie é igual a zero, implicando na Equacao (18):
<Vf(7’)>=—ff---/f(7')VW(||7—7'||,h) a7 "o
Q

Em resumo da secdo, apresentamos uma derivagao analitica do gradiente da
funcao de fitness envolvendo apenas as avaliagdes da referida fungado no espaco de
busca. Consequentemente, a Equacédo (18) permite saber a diregdo 6tima que
deve-se tomar para a otimizagdo da funcdo de fitness do problema, sem a

necessidade de uma derivagao explicita da fungao de fitness.

Do resultado da Equagao (18), projetamos um kernel baseado na distribuicao
gaussiana, G, devido a sua aproximacdo direta da fungdo delta de Dirac, onde
quanto menor h (parametro de suavizagdo do kernel gaussiano), melhor sera a

aproximacéao. Utilizamos o modelo gaussiano apresentado na Equacéao (19):
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- vl 2
G(7— 7'”,/1) =A - exp(— "? z " ) (19)

h 2
onde a constante de normalizagao An € descrita na Equacéo (20):

1

n

A = ! =
f// Feey w7 =7\ n) a7 (ﬂzh”)

Neste ponto, temos os elementos para expressar a interpolagao do gradiente

(20)

da funcao de fitness a partir dos resultados das Equacgdes (17), (19) e (20). Portanto,
a Equacao (21) expressa o gradiente da funcdo a ser otimizada em termos do
gradiente gaussiano. Daqui em diante, chamaremos este gradiente de Smoothed
Gradient (GS).

e — _ ' 2
Grmd=- [ [ [remv %exp(_hh_j”) e e
Q

12 ht
Por fim, destaca-se que, para avaliagdo do desempenho de métodos de
otimizagdo, € comum o uso de fungdes de benchmark, especialmente aquelas
caracterizadas por multiplos minimos locais e apenas um minimo global. Essas
fungdes sdo amplamente adotadas na literatura para testar a robustez e a eficiéncia
de algoritmos numeéricos. No presente trabalho, esse conjunto de fungdes sera
explorado como parte da metodologia experimental, conforme apresentado no

capitulo seguinte.

4 METODOLOGIA

Em nossa metodologia, buscamos testar uma proposta de determinagéo
numeérica de minimos de funcdes matematicas com o uso da técnica de SPH. Para
tanto, elegemos algumas fungdes de benchmarks para a realizagdo de testes de

desempenho em acuracia na determinagao dos valores de minimos.
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Inicializamos este capitulo apresentando as funcdes de benchmark eleitas
para os testes e, em seguida, apresentamos o esquema empregado nas simulagdes

com a técnica SPH para a definicdo de minimos globais de fungbes matematicas.
41 FUNGCOES DE BENCHMARK

Neste trabalho foram utilizadas algumas fungées matematicas com varios
minimos locais e apenas um minimo global para testar a eficiéncia do SPH na busca
por minimos de fungdes. Neste sentido, as fungdes aqui escolhidas servem como
funcbes de benchmark, as quais poderdo ser utilizadas para uma analise

comparativa de desempenho.

De acordo com a necessidade do projeto, pode-se escolher o algoritmo que
melhor se adapte ao problema. As funcbes de benchmark sao amplamente
utilizadas para testar diversos algoritmos numéricos de Otimizagao Global, sendo

aplicadas especialmente a fungdes de teste multimodais e multidimensionais dificeis.

Algumas dessas fungbes foram retiradas da literatura, enquanto outras foram

geradas com o auxilio de ferramentas especificas para criagao de fungdes de teste.

Essas fungbes de teste permitem avaliar a robustez e a capacidade de
generalizagao dos algoritmos, fornecendo cenarios controlados com caracteristicas
bem definidas. Assim, torna-se possivel analisar o desempenho do SPH frente a

diferentes niveis de complexidade e topologias de busca (Arora et al., 2020).

Nas subsegdes subsequentes estdo sendo apresentadas as fungdes de
benchmark que foram eleitas a partir de uma busca na literatura e suas respectivas

caracterizagoes.
4.1.1 FUNGAO DE PERM

A fungdo de Perm escolhida é uma das fungdes benchmarks eleitas para
testar o processo de otimizagéo realizado pelo SPH. Kashyap et al. (2020) também
aplicaram esta funcédo para a analise de técnica de Differential Evolution (DE), uma

técnica utilizada na computag&o evolutiva.
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A funcédo de Perm é exibida na Equacéo (22),
2

d fd i1 x €[~d, d],V i=
fx) = % -§1(] T B)(xj B ]_) 1,2,3..d (22)

i=1
4.1.2 FUNGAO DE GRIEWANK

A fungdo de Griewank também foi uma das escolhidas para os teste e
experimentos de otimizagcdo com o SPH, sendo esta fungdo uma combinacgéo de
termos de diferengcas quadraticas e fungdes trigonométricas que cria um cenario
complexo com varios minimos locais. Gao et al. (2020), em sua pesquisa sobre
Algoritmos Robustos de Forrageamento Bacteriano Baseado na Estratégia de
Orientacdao de Poucos Individuos Excelentes, aplicaram a Funcido de Griewank,

demonstrando a usabilidade desta fungdo com processo de benchmark.

A descricdo matematica da funcdo de Griewank é mostrada na Equacgao (23).
Esta fungdo € uma fungcdo multimodal complexa com pontos minimos locais e
grandes obstaculos. A alta correlagdo das variaveis induz aos algoritmos de
otimizagao um étimo local (minimo local). O ponto ideal global da fungao esta em x; =

{0, .., 0}, com o valor da fungao correspondente de f(x;) = 0.

n

x~100
flx) = 4000 % (x, = 100)* — H cos( 7 )+ 1 (23)

i=1

4.1.3 FUNGOES DE TESTE UNIVARIADO

Para o nosso problema escolhemos as funcdes de testes univariados com

caracteristicas de problemas de testes multimodais.

Na buscar de enriquecer mais esse trabalho, seguindo o trabalho de
Grant-Peters e Hauser (2020), e mais fungbes de benchmark foram eleitas a partir
do site infinity77 (2023), que contém varias fun¢gées de benchmarks para problemas
de otimizacdo, foram utilizadas quatro fungdes de Teste Univariado deste site que

representam problemas de minimizagdo multimodal definido das seguintes formas:


https://infinity77.net/
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e Funcao Problema 02 - Teste Univariado.

fproblema 02 (x) = sin(x) + sin(%x) (24)

As restrigdes vinculadas do eixo x, tem que obedecer a seguinte condi¢do: x

€ [2.7, 7.5], para que a funcdo possa ser exibida corretamente.
Otimo global: f(x) = - 1,899599, para x = 5,145735.

e Funcao Problema 07 — Teste Univariado.

fproblema 07 (x) = sin(x) + Sin(%x) + log(x) — 0,84x + 3 (25)

As restricdes vinculadas do eixo x, tem que obedecer a seguinte condigido: x

€ [2.7, 7.5], para que a fungao possa ser exibida corretamente.

Otimo global: f(x) = - 1,6013, para x = 5,19978.



41

e Funcao Problema 12 - Teste Univariado.

1.0

(6 Pho] EREE

i i i i i
o 1 2 3 4 5 6 7
T

fporoblema 12 (x) = sin®*(x) + cos®(x) (26)

As restricdes vinculadas do eixo x, tem que obedecer a seguinte condigido: x

€ [0, 21], para que a funcéo possa ser exibida corretamente.
Otimo global: f(x) = - 1, para x = 1 (3,14159).

e Funcao Problema 14 — Teste Univariado.

0.6

0.4 -

—X

foroblema 14 (x) = —e sin(2mx) (27)

As restricdes vinculadas do eixo x, tem que obedecer a seguinte condigido: x

€ [0, 4], para que a fungao possa ser exibida corretamente.

7

Otimo global: f(x) = - 0,788685, para x = 0,224885.
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Para obter os resultados préximos do 0, foi preciso adaptar as fungcbes de

otimizacao de Teste Univariado, do site infinity77, mencionado na Segao 4.1.3, para

atender ao propdsito deste trabalho, pois os seus resultados étimos minimos séo:

e Funcao Problema 02 — Teste Univariado
Otimo global: f(x) = - 1,899599.

e Funcao Problema 07 — Teste Univariado
Otimo global: f(x) = - 1,6013.

e Funcao Problema 12 - Teste Univariado
Otimo global: f(x) = - 1.

e Funcao Problema 14 — Teste Univariado
Otimo global: f(x) = - 0,788685.

Uma pequena adaptacdo dessas fungdes, foi adicionado ao final dos calculos

a soma desses valores, s6 que ao inveés de negativos, os tornando positivos,

obtendo assim o valor = 0, ficando as fungdes reescritas da seguinte forma:

e Funcao Problema 02 - Teste Univariado.
fproblema 02 (x) = sin(x) + Sin(%x) + 1,89959
Otimo global: f(x) = 0, para x = 5,145735.
e Funcao Problema 07 — Teste Univariado.
foroblema 07 (x) = sin(x) + sin(%x) + log(x) — 0,84x + 3 + 1,6013
Otimo global: f(x) = 0, para x = 5,19978.
e Funcao Problema 12 - Teste Univariado.

fproblema 12 (x) = sin®(x) + cos®(x) + 1

Otimo global: f(x) = 0, para x = 17 (3,14159).

(28)

(29)

(30)


https://infinity77.net/
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e Funcao Problema 14 - Teste Univariado.

X
fproblema 14 (x) = —e sin(2nx) + 0,788685 (31)

Otimo global: f(x) = 0, para x = 0,224885.
44 SIMULAGAO

O fluxograma, ilustrado na Figura 3, apresenta o funcionamento do PySPH
em tempo real, onde sado realizadas varias etapas: a 12 é a inicializagdo da
simulacao; a 22 etapa é a codificacdo de todas as fungdes implementadas na
simulagdo, no caso foi utilizado o codigo quebra de barragem em 2D como base
para o desenvolvimento e implementacdo dos experimentos realizados; a 32 etapa
sdo as particulas SPH trabalhando em conjunto com as fungdes em estudo,
calculando e guardando os minimos e as interagdes; a 42 etapa é a evolugao desse
processo para encontrar a interagcdo e os minimos; a 5% etapa € quando se encontra
o minimo de x em relagéo a y, tudo isso sendo executado na fungéo escolhida que é
0 nosso sélido sob o qual as particulas de fluido escorrem livremente em busca do
ponto minimo global. Apés o final da simulacéo, ja com a interagdo e os pontos
minimos de x e y, chega-se a ultima etapa, a visualizagdo da dindmica simulada. No
Framework PySPH existe um visualizador chamado Particle View, sendo possivel
visualizar toda a dindmica executada com o escorrimento do fluido sobre a superficie

estudada, no caso as fungdes de benchmark.

INICIALIZANDD

A SIMULACAQ

CODIGO SPH EM CALCULANDO, GUARDANDO 03 EVOLUINDO PAR A ENCONTRAR ENCONTRANDO O MINIMO

FYTHON MINIMOS E AS INTERACOES AINTERACAD E 05 MINIMOS DEXEMRELACACAY

FINAL DA SIMULAGAQ COM .
FUNCACQ ESCOLHIDA

PvSPH Parricle

ﬁ.]N‘I‘ER..chiD E 05 PONTOS
Fiew

. PARA SER. O SOLIDO
MINIMOSDEXEY

Figura 3 - Fluxograma da simulagdo PySPH.
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As simulacbes realizadas demonstraram uma forma numérica para a
determinagcdo do minimo da funcdo estudada. Estas simulagdes podem ser
executadas tanto em 2D como em 3D, mas escolhemos realizar os experimentos em
2D, porque é mais leve e rapido computacionalmente, apresentando um conceito de
prova para demonstrarmos a possibilidade de se buscar por minimos de fungdes.
Nos experimentos realizados, criamos uma linha de particulas fluidas que vai cair
sobre uma superficie soélida (em um certo dominio), sendo tais superficies as
fungcdes de benchmark escolhidas. Assim, as particulas irdo cair por gravidade,
escorrendo e acomodando-se sobre toda a superficie do sélido. Como sao
conhecidas as coordenadas de todas as particulas, é facil descobrir qual a particula
que encontrou o menor valor de “altura” sobre a superficie solida, descobrindo o

ponto referente ao minimo global da fungao para o dado dominio de busca.

A metodologia adotada neste trabalho visa aplicar o método SPH a resolugao
de problemas de otimizagao de fungdes matematicas. A técnica foi escolhida por sua
flexibilidade, auséncia de malha e potencial de adaptagcdo a diferentes tipos de
problemas, mesmo aqueles em que o0 espaco de busca apresenta regides

complexas ou descontinuidades.

No entanto, para validar os resultados obtidos com o SPH, é necessario
dispor de uma técnica de referéncia, amplamente estudada e reconhecida pela
literatura, que permita estabelecer uma base de comparacéo justa e confiavel. Essa
comparagao torna-se ainda mais relevante diante da auséncia de trabalhos

anteriores que explorem o uso do SPH para este tipo de aplicacao.

Nesse contexto, optou-se pela utilizacdo do algoritmo Particle Swarm
Optimization, uma técnica classica da Computagao Evolutiva, com forte presenca em
estudos de otimizagdo global. A seguir, apresenta-se a estrutura metodoldgica

adotada para a implementacao do PSO neste estudo.

4.5 BASE COMPARATIVA: O PSO

Para compor uma base comparativa que permita avaliar a eficacia do método
SPH na resolugcdo de problemas de otimizagédo, este trabalho adota o algoritmo
Particle Swarm Optimization como técnica de referéncia. O PSO é um método

amplamente utilizado na literatura cientifica e reconhecido por sua capacidade de
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encontrar solugbes préximas dos minimos de fungdes matematicas em diversos

contextos.

Sua implementacgao é simples, leve e de baixo custo computacional, além de
apresentar bons resultados mesmo com um numero limitado de itera¢des. Por essa
razao, o PSO foi selecionado para realizar os mesmos testes aplicados ao SPH,

permitindo uma comparacao direta entre os desempenhos.

Ambos os métodos foram aplicados as mesmas fungdes de benchmark,
utilizando condigdes similares de execugdo, como numero de particulas e limites do
dominio de busca. Dessa forma, € possivel realizar uma analise equilibrada e
fundamentada sobre os pontos fortes e limitagbes de cada abordagem. Os detalhes
sobre a implementacgao, os parametros utilizados e os resultados obtidos com o PSO

sao apresentados no capitulo seguinte.

5 EXPERIMENTOS E RESULTADOS

Este capitulo vem demonstrar todos os procedimentos experimentais e
resultados obtidos da determinagdo dos minimos das fungbes de benchmarks
realizadas tanto com a proposta do PySPH como a criagdo de uma base
comparativa de resultados encontrados pela técnica do PSO. Este capitulo foi
dividido da seguinte forma: 5.1 - Fungdes de Otimizacdo antes da simulagdo no
PySPH, 5.2 - Fungbes de Otimizagdo apds a simulagdo no PySPH, 5.2.1 - Fungdes
de Otimizacdo apo6s a simulacdo no PSO, 5.3 - Resultados: 5.3.1 - Analise dos
resultados de cada Funcdo no PySPH, 5.3.2 - Andlise dos resultados de cada

Funcado no PSO e 5.3.3 - Analise de todos os resultados encontrados.
51 FUNGCOES DE OTIMIZAGAO ANTES DA SIMULAGAO NO PYSPH

As particulas solidas, exibidas nas Figuras: 4-9, utilizando o PySPH Particle
View, formaram as fungdes: Perm, Griewank, Problema 02 - Teste Univariado,
Problema 07 - Teste Univariado, Problema 12 - Teste Univariado e por fim o
Problema 14 - Teste Univariado, acompanhadas de 2 (duas) paredes para evitar que
o fluido das particulas que estdo aguardando o inicio da simulagdo em formato de

bloco retangular, preenchendo todo o dominio estudado, ndo saiam do espacgo
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reservado. Em todas as fungdes estudadas o mesmo objetivo foi buscado, obter os

resultados mais proximos possiveis do minimo, como ja descrito no Capitulo 4.

PySPH Particle Viewer

B e T2 B+« EHE YTIET® B4 WEE

PySPH Particle Viewer PYSPH Particle Viewer

Figura 4 Figura 5 Figura 6
Funcao de Perm Funcéo de Griewank Funcéo do Problema 02
Teste Univariado

PYSPH Particle Viewer PYSPH Partlcle Viewer

TrIZ® R+ W@

Figura 7 Figura 8 Figura 9
Fungao do Problema 07 Fungao do Problema 12 Funcao do Problema 14
Teste Univariado Teste Univariado Teste Univariado

5.2 FUNGOES DE OTIMIZAGAO APOS A SIMULAGAO NO PYSPH

Ap6ds iniciar os processos utilizando o visualizador do PySPH, o Particle View,
os fluidos das particulas percorreram todas as fungdes: Perm, Griewank, Problema
02 - Teste Univariado, Problema 07 - Teste Univariado, Problema 12 - Teste
Univariado e por fim o Problema 14 - Teste Univariado, até o final da simulagdo. As
Figuras 10-15, apresentam a fungdo de fitness realizando as otimizagdes,
juntamente com as fungdes, para encontrar os valores minimos de x em relagao a y,
préximo de 0, como ja mencionado. A fungdo de Perm e de Testes Univariados, que

o valor ideal de x sdo aleatérios e para y, em todas as fungdes o valor ideal é 0.
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Figura 10 Figura 11 Figura 12

Funcéo de Perm Funcao de Griewank Funcéo do Problema 02
Teste Univariado
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Figura 13 Figura 14 Figura 15
Funcéo do Problema 07 Funcéo do Problema 12 Funcéo do Problema 14
Teste Univariado Teste Univariado Teste Univariado

5.3 FUNGOES DE OTIMIZAGAO APOS A SIMULAGAO NO PSO

Com o mesmo objetivo de se encontrar o minimo das fungdes com o uso do
PySPH e para gerar uma base comparativa, simulamos também no PSO todas as
funcdes: Perm, Griewank, Problema 02 - Teste Univariado, Problema 07 - Teste
Univariado, Problema 12 - Teste Univariado e o Problema 14 - Teste Univariado. As
simulagées com o uso do PSO tém as suas evolugbes apresentadas nas Figuras
16-21, onde o eixo x representa a evolugdo do PSO (ou as iteragbes) e o eixo y
representa o valor de minimo encontrado para a respectiva fungao em estudo. Os

ultimos valores dos graficos representam os valores minimos encontrados, que de
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forma geral sdo todos préximos de 0. E possivel notar que ndo é preciso colocar

muitas interagdes para o PSO evoluir, foi utilizado no maximo 50 iteragoes.
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Figura 16
Funcado de Perm - PSO
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Figura 18
Funcéo do Problema 02
Teste Univariado - PSO
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Figura 20
Funcéo do Problema 12
Teste Univariado - PSO

5.4 RESULTADOS
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Figura 17
Funcao de Griewank - PSO

Figura 19
Funcéo do Problema 07
Teste Univariado - PSO

Figura 21

Funcéo do Problema 14
Teste Univariado - PSO

Cada experimento tem distintos tempos de simulagdo, embora todos os

experimentos tenham sido adaptados do mesmo cddigo, o cédigo dam break 2D.

Este codigo € um exemplo disponivel na biblioteca PySPH, sendo utilizado como

referéncia para realizar as implementag¢des das fungdes, onde a estrutura original foi

mantida, s6 havendo a inclusdo das condi¢cbes de cada fungao.
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Para as simulagbes realizadas com o PSO, utilizamos a biblioteca pyswarm,
que ja disponibiliza uma estrutura simples para a implementagdo do algoritmo,
facilitando a adaptagao das funcdes de benchmark adotadas neste estudo (Miranda,
2025).

Todos os resultados obtidos apresentaram éxito nas simulag¢des realizadas. A
5.3.1 é dedicada a analise individual de cada fungdo no PySPH, descrevendo os
comportamentos observados e destacando as caracteristicas especificas de cada
simulagdo. Em seguida, a 5.3.2 concentra-se no PSO, possibilitando verificar como
as mesmas fungdes se comportam em um método distinto de otimizagdo e
permitindo estabelecer paralelos entre as abordagens. Por fim, a 5.3.3 consolida
essas analises, reunindo os resultados obtidos nos dois métodos e discutindo de
forma detalhada o desempenho individual de cada fungdo. Essa organizagao
possibilita ndo apenas uma avaliacdo criteriosa de cada técnica de forma isolada,
mas também uma comparacido equilibrada que evidencia as caracteristicas e

particularidades de cada abordagem dentro do contexto do estudo.

5.4.1 ANALISE DOS RESULTADOS DE CADA FUNGAO NO PYSPH

Os calculos envolvendo o método SPH e as fungdes estudadas exigem um
nivel de complexidade alto, como também um custo computacional alto. O
framework PySPH, facilita bastante nos processamentos dos calculos e a

visualizagao através do PySPH Particle View.

Ao final das simulagdes a funcdo de fitness realizou as otimizacbes em
conjunto com as fungbes de benchmarks, o PySPH encontrou as interagcdes que
informam o tempo que as simulagdes levaram para encontrar o valor mais préoximo
possivel do minimo ideal das posigbes das particulas x e y de cada fungdo. O
proximo passo foi a inclusdo do valor de x encontrado (posi¢céo da particula), em
cada fungdo para a realizagdo do calculo do seu respectivo valor. O resultado
minimo tedrico para todas as fungdes, como ja visto, é igual a 0. Por ultimo, também
sdo apresentados os valores dos erros absolutos das diferengas entre os valores
encontrados e os valores teoricos verdadeiros. Na Tabela 1, estdo todos os

resultados encontrados para as fung¢des estudadas.



Tabela 1 - Resultados das simulagées PySPH.
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CALCULO DA RESULTADO VALOR DO
X Y FUNGAO MiNIMO ERRO
FUNGOES | INT. | ENCONTRADO [ ENCONTRADO COM O X TEORICO PARA | ABSOLUTO DA
ENCONTRADO A FUNGAO DIFERENCA
Perm 4146 1,00095 5,703 x 1072 2,043 x 10® 0 2,043 x 10°®
Griewank 2821 0,00848 2,440 x 102 1,799 x 10°® 0 1,799 x 10°®
Problema
02 - Teste | 3337 5,14589 8,269 x 102 -1,989 x 107 0 1,989 x 107
Univariado
Problema
07 - Teste | 3229 5,19957 5,611 x 102 -7,282 x 10°® 0 7,282 x 10°®
Univariado
Problema
12 - Teste | 2863 3,14368 2,463 x 102 6,539 x 10°® 0 6,539 x 10°®
Univariado
Problema
14 - Teste | 2306 0,22512 8,781 x 107 5,428 x 107 0 5,428 x 107
Univariado

5.4.2 ANALISE DOS RESULTADOS DE CADA FUNGAO NO PSO

O PSO ¢é conhecido por ser estocastico devido a sua natureza probabilistica e

aleatédria. Nas fungdes: Perm, Griewank, Problema 02 - Teste Univariado, Problema

07 - Teste Univariado, Problema 12 - Teste Univariado e o Problema 14 - Teste

Univariado, as particulas se movimentam em busca do melhor valor da solugdo ideal

e melhor valor da solugcao para o x de cada fungao.

Como os resultados sao aleatdrios e também muito préximos, ndo sendo

preciso realizar muitas repeticbes para se ter uma boa representagcao dos valores

esperados. Foram realizadas 10 repeticbes do PSO para cada fungdo estudada,

sendo calculados a média e o desvio padréao, estando os resultados apresentados

nas Tabelas 2 até a 7, sendo estes resultados sumarizados na Tabela 8.

Tabela 2 - Resultados das simulagdes da fungao Perm.

DESVIO PADRAO

0,000000185

0,0000000000000871

j VALOR
TENTATIVAS | INTERAGOES X SOLUGAO CALCULADO
ENCONTRADO IDEAL P/ Y COM X
1 10 1,00000014 0,0000000000000463
2 4 1,00000034 0,0000000000002558
3 42 1,00000009 0,0000000000000176
4 24 1,00000004 0,0000000000000037
5 26 099999975 0,0000000000001406 1,823 x 107
6 18 0.99999990 0,0000000000000219
7 19 1,00000008 0,0000000000000152
8 14 099999973 0,0000000000001677
9 46 1,00000009 0,0000000000000180
10 3 099999993 0,0000000000000113
MEDIA 20,6 1,000000009 0,0000000000000698




Tabela 3 - Resultados das simulagées da fungao Griewank.
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~ VALOR
TENTATIVAS INTERAGOES X SOLUGAO CALCULADO
ENCONTRADO IDEAL P/ Y COM X

1 11 -0,000002964846 0,000000000004397
2 19 0,000000683942 0,000000000000234
3 5 -0,000000725661 0,000000000000263
4 13 -0,000000593040 0,000000000000176
5 48 0,000000180196 0,000000000000016

6 13 -0,000000866123 0,000000000000375 1,439 x 107
7 35 0,000000677919 0,000000000000230
8 37 0,000001802971 0,000000000001626
9 14 -0,000000036655 0,000000000000001
10 41 -0,000000557798 0,000000000000156
MEDIA 23,60 -0,00000023991 0,000000000000747

DESVIO PADRAO

0,00000126343

0,000000000001365

Tabela 4 - Resultados das simulagoes da fungao Problema 02 - Teste

Univariado.
N VALOR
TENTATIVAS INTERAGCOES X SOLUGAO CALCULADO
ENCONTRADO IDEAL P/ Y COM X
1 48 5,14573537 -0,00000034915208
2 30 5,14573530 -0,00000034915211
3 15 5,14573539 -0,00000034915206
4 32 5,14573486 -0,00000034915100
5 45 5,14573552 -0,00000034915181
6 6 5,14573576 -0,00000034915081 -3,492 x 107
7 18 5,14573532 -0,00000034915211
8 1 5,14573533 -0,00000034915211
9 2 5,14573544 -0,00000034915199
10 36 5,14573450 -0,00000034914838
MEDIA 24,30 5,14573527900 -0,00000034915144

DESVIO PADRAO

0,00000035325

0,00000000000118

Tabela 5 - Resultados das simulagdes da fungcao Problema 07 - Teste

Univariado.
VALOR
TENTATIVAS | INTERACOES X SOLUCAO CALCULADO
ENCONTRADO IDEAL P/ Y COoM X
1 37 519977858 -0.000007546494130
2 30 519977836 20,000007546494390
3 31 519977825 20,000007546494310
7 22 519977841 20,000007546494390
5 40 519977799 20,000007546493510
6 18 519977816 20,000007546494120 .
7 17 519977877 -0,000007546493450 -7,546 x 10
8 25 519977763 ~0,000007546491150
9 8 519977811 -0,000007546493990
10 19 519977810 20,000007546493960
MEDIA 24.70 519977823600 -0,000007546493740

DESVIO PADRAO

0,00000031924

0,000000000000967
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Tabela 6 - Resultados das simulagées da funcao Problema 12 - Teste

Univariado.
- VALOR
TENTATIVAS | INTERAGOES X SOLUGAO CALCULADO
ENCONTRADO IDEAL P/ Y COM X

1 4 3,14159335 0,00000000000072
2 32 3,14159262 0,00000000000000
3 8 3,14159471 0,00000000000636
4 40 3,14159264 0,00000000000000
5 12 3,14159263 0,00000000000000
6 29 3,14159258 0,00000000000001

7 45 3,14159278 0,00000000000002 7760 x 101

8 38 3,14159249 0,00000000000004 ’

9 36 3,14159258 0,00000000000001
10 46 3,14159243 0,00000000000007
MEDIA 29,00 3,14159288100 0,00000000000072
DESVIO PADRAO 0,00000069138 0,00000000000199

Tabela 7 - Resultados das simulagdées da fungcao Problema 14 - Teste

Univariado.
~ VALOR
TENTATIVAS INTERAGOES X SOLU(}AO CALCULADO
ENCONTRADO IDEAL P/ Y COM X
1 47 0,22488039 -0,000000387408673
2 6 0,22488043 -0,000000387408636
3 28 0,22488041 -0,000000387408666
4 30 0,22488035 -0,000000387408647
5 40 0,22488036 -0,000000387408659
6 47 0,22488039 -0,000000387408672 -3.569 x 107
7 35 0,22488043 -0,000000387408645 ’
8 42 0,22488031 -0,000000387408586
9 49 0,22488016 -0,000000387407878
10 17 0,22488032 -0,000000387408613
MEDIA 34,10 0,22488035500 -0,000000387408568
DESVIO PADRAO 0,00000008031 0,000000000000244
Tabela 8 - Resultados das simulagées do PSO.
CALCU LO DA RESULTADO VALOR DO
~ X Y FUNCAO _MINIMO ERRO DESVIO
FUNCOES | INT. | ENCONTRADO | ENCONTRADO COM O X TEORICO PARA | ABSOLUTO DA | PADRAO
ENCONTRADO A FUNCAO DIFERENCA
Perm 21 1,000000009 6,981 x 10" 1,823 x 10°'° 0 1,823 x 1071 1,85 x 107
Griewank | 24 -0,000000240 7,475 x 10" 1,439 x 107 0 1,439 x 107 1,26 x 10°®
Problema
02 - Teste | 24 5,145735279 -3,492 x 107 -3,492 x 107 0 3,492 x 107 3,53 x 107
Univariado
Problema
07 - Teste | 25 5,199778236 -7,546 x 10°® -7,546 x 10°® 0 7,546 x 108 3,19 x 107
Univariado
Problema
12 - Teste | 29 3,141592881 7,234 x 10" 7,760 x 10" 0 7,760 x 10" 6,91 x 107
Univariado
Problema
14 - Teste | 34 0,224880355 -3,874 x 107 -3,569 x 107 0 3,569 x 107 8,03 x 108
Univariado
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5.4.3 ANALISE DE TODOS OS RESULTADOS ENCONTRADOS

Tabela 9 - Resultados de todas as simulagodes.
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6 CONCLUSAO E RECOMENDAGOES

O propésito desta dissertacao foi desenvolver um modelo computacional para
fluidos que podem escorrer sobre uma superficie. Tais fluidos sdo formados por
particulas, as quais tém sua dinamica computada por meio do método numeérico
SPH. O problema principal abordado foi encontrar minimos de fungdes matematicas
complexas, partindo da ideia que um fluido quando jogado em cima de uma
superficie em um campo gravitacional ira escorrer e se acomodar nos minimos da
superficie. Numericamente, se tal superficie € uma fungado de interesse, e se séo
conhecidas as posi¢cdes das particulas do fluido, é possivel encontrar a particula na
posicdo de minimo da funcao, sendo suas coordenadas a localizacdo do minimo da
funcdo em estudo. Se garantirmos que o fluido € arremessado sobre todo o dominio

da superficie, entdo encontraremos o minimo global da mesma.

O framework PySPH, foi empregado nos experimentos realizados. Tal
ferramenta computacional foi primordial para os estudos realizados, pois garantiu o
ambiente de desenvolvimento para a realizagao das simulagdes dos fluidos sobre as
superficies. De forma geral, os experimentos realizados obtiveram erros absolutos

da ordem de 10, que numericamente garante um acerto de uma parte em cem mil.

Dada a busca bibliografica realizada na literatura, ndo foram encontrados
outros trabalhos que utilizam o SPH como método numérico para a determinagao de
minimos de fung¢des (ou maximos). Contudo, existem alguns algoritmos que também
sdao baseados em particulas e livres de malhas que também podem ser utilizados
para o mesmo fim, como por exemplo, o algoritmo de PSO. Contudo, as interagdes
entre as particulas no PSO ¢ linear, ndo havendo a ideia de um fluido, mas sim de
um bando de passaros. Desta forma, para a criagcdo de uma base comparativa, o

PSO também foi utilizado.

Comparando os valores simulados com o SPH e os calculados pelo PSO é
possivel verificar que ambos algoritmos sdo capazes de apontar os minimos das
fungcdes. Em geral os resultados com o PSO foram mais precisos, porém é
importante destacar que, embora o custo computacional do PSO seja
significativamente menor, o SPH apresenta a vantagem de possuir fundamentagéo
tedrica que garante a convergéncia para o minimo global no dominio explorado.

Assim, mesmo com custos computacionais em tempo e memoaria mais elevados, o
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SPH nao deve ser visto apenas como uma limitagcdo, mas como uma alternativa
robusta que oferece garantias de otimalidade ausentes em métodos heuristicos
como o PSO. Contudo, é possivel observar que o conceito de prova que o SPH
pode ser empregado para encontrar minimos de fungcdes € demonstrado, além do
fato de que uma vez que existam particulas em todo o dominio de exploragao
(condicao utilizada aqui nos experimentos), ha uma justificativa que o SPH ira
encontrar o minimo global da fungdo (no dominio explorado). Tal argumento de
otimalidade ndo pode ser empregado ao algoritmo de PSO, que embora tenha
alcangado melhores resultados numéricos em geral € um algoritmo ndo 6timo por
definigcdo, ou seja, ndo ha garantia tedrica que o PSO ira encontrar uma solugao que
represente 0 minimo global (dado o dominio de exploragido). Além deste fato, a
complexidade das fung¢des de benchmark utilizadas e a baixa dimensionalidade das
mesmas também pode ser um ponto que favoreca um bom desempenho do PSO,
novamente devido ao custo computacional. Uma investigacdo com fungdes de alta
complexidade e alta dimensionalidade necessita ser feita para uma melhor
caracterizagcdo das condicbes praticas para a indicagcdo do uso da SPH. Tais

investigacdes s&o propostas aqui como trabalhos futuros a serem realizados.

Além disso, é importante destacar o ambiente computacional utilizado para a
realizacdo dos experimentos. Os testes de maior demanda, que envolveram as
fungdes Perm, Griewank e os Problemas 02, 07, 12 e 14 (todos Testes Univariados),
tanto no SPH quanto no PSO, foram executados em dois ambientes distintos. Para
experimentos preliminares e de menor complexidade, foi utilizado um computador
pessoal equipado com processador AMD Ryzen 5 3500U com Radeon Vega Mobile
Gfx de 2,10 GHz e 8 GB de RAM. Ja para os experimentos mais pesados, também
foi empregado um servidor da universidade, configurado com processador Intel Core
i7 (8 nucleos, 3,5 GHz) e 32 GB de RAM. A utilizagdo desses diferentes ambientes
reforca que os custos computacionais associados ao SPH tendem a ser mais
elevados, principalmente pela necessidade de maior poder de processamento e

memoria, quando comparado ao PSO.

Assim, além do estudo de fungcbes mais complexas, futuros trabalhos podem
ser sugeridos: variagdes do método SPH, otimizando-o para a dindmica de
escorrimento de fluidos em superficies irregulares e/ou rugosas, propondo

mecanismos de auto-adaptagao dos parametros de kernel, por exemplo; aplicagcoes
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em problemas dinamicos, onde a superficie de escorrimento ndo € mais uma
constante no tempo. Outra possibilidade é a integracédo do SPH com redes neurais,
utilizando a funcdo de perda da rede como a fungao objetivo sobre a qual as
particulas do SPH interagiriam. Nesse cenario, a evolugdo da rede seria conduzida
pela dindmica do SPH, tornando o processo de treinamento mais dinédmico e

explorando novos caminhos para a busca de minimos globais.
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